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Streszczenie

Wyktad jest poswiecony wprowadzeniu do logiki z perspektywy jej zastosowah w informatyce i sztucznej

inteligencji. Poruszane tresci obejmujg nastepujace zagadnienia:

m wprowadzenie do logiki jako nauki o modelowaniu Swiata rzeczywistego i wnioskowaniu o nim;
m klasyczny rachunek zdaf (sktadnia, semantyka sp6jnikdw logicznych);
= odniesienie do zbioréw i uzycie diagraméw Venna, jako metody wnioskowania;
m wyszukiwanie a wnioskowanie na przyktadzie wyszukiwarki internetowej Google;
m automatyczne wnioskowanie (informacja o metodzie rezolucji dla rachunku zdan).
Wszystkie zagadnienia sg ilustrowane przyktadami, w tym zwigzanymi z robotykg i sztuczng inteligencja.
0d stuchaczy nie wymaga sie zadnej wstepnej wiedzy z zakresu logiki i matematyki.
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1 WPROWADZENIE

Dziatalnosé cztowieka — poczgwszy od tej codziennej po najbardziej zaawansowane badania i konstrukcje—zaczyna
sie od rozpoznawania odpowiedniego zestawu zjawisk, a nastepnie ich modelowania, po to by uzyskany i sprawdzony
model p6zniej wykorzystywaé. Gdy poruszamy sie po wtasnym mieszkaniu, postugujemy sie jego modelem stworzo-
nym w czasie rozpoznawania tegoz mieszkania. Model ten mamy zwykle w gtowie, niemniej jednak w poréwnaniu
z rzeczywistoscia jest on bardzo uproszczony. Nie bierze pod uwage przeptywu czastek powietrza, zachowania
elektronéw w poszczegbélnych czastkach wystepujacych w stropie i scianach, nie dbamy o skomplikowane procesy
przeptywu wody w rurach wodociggowych itd. Prostota schematu pozwala jednak na skuteczne wnioskowanie,
poruszanie sie po pomieszczeniach i dziatanie. W informatyce tez dba sie o to, by dla danego zjawiska czy problemu
obliczeniowego wybraé mozliwie jak najprostszy, ale zarazem skuteczny model.

Wyobrazmy sobie zadanie polegajgce na opracowaniu bardzo prostego robota przemystowego, ktéry ,,obserwuje”
tasme produkcyjna i ktérego zadaniem jest przestawianie z niej przedmiotéw zielonych na taSme znajdujaca sie
po lewej stronie, a czerwonych — na tadme znajdujaca sie po prawej stronie. Tworzymy wiec model — trzy tasmy
produkcyjne. Nad srodkowg tasmg czuwa robot wyposazony w:

czujniki rozpoznajgce kolor zielony i czerwony,

chwytaki stuzgce do chwytania przedmiotéw i przestawiania ich na lewa lub prawa tasme.

Majac ten model mozemy teraz opisac dziatanie robota dwoma prostymi regutami:
jesli obserwowany obiekt jest zielony, to przenies go na tasme z lewej strony,
jesli obserwowany obiekt jest czerwony, to przenies go na taSme z prawej strony.

Powyzsze reguty nie gwarantujg przeniesienia wszystkich przedmiotéw zielonych na lewg strone, a czer-
wonych na prawa, bo zalezy to od predkosci tasm, akcji rozpoznawania koloru i akcji przenoszenia przed-
miotéw. Zaczynamy jednak juz mie¢ do czynienia z logika. Przytoczone dwie reguty odzwierciedlajg bardzo
proste wnioskowanie. W opisanym przypadku niekoniecznie skuteczne, ale za to skuteczne i wystarczajace
w innym modelu. Mianowicie, jesli zatozymy, ze robot nie myli sie w rozpoznawaniu kolordw i niezawodnie
przenosi obiekty oraz ze srodkowa tasma zatrzymuje sie na czas rozpoznawania koloru i przenoszenia
przedmiotu przez robota, a na dodatek zatrzymuje kazdy przedmiot w zasiegu czujnikéw i chwytakéw ro-
bota — to takie proste wnioskowanie bedzie skuteczne i mozna je formalnie wykazaé. Daje to wiedze o wa-
runkach, jakie powinno spetnia¢ Srodowisko robota, by ten mégt dziata¢ skutecznie wykorzystujgc swoje
mozliwosci.

Mozemy wiec zauwazyé, ze skutecznos¢ wnioskowan zalezy od przyjetego modelu rzeczywistoSci.
| znébw zauwazmy, ze omawiane modele biorg pod uwage jedynie to, co niezbedne dla skutecznego rozwigza-
nia problemu, zaniedbujac to, co z punktu widzenia tej skutecznosci nie jest wymagane.

Aby modelowac rzeczywisto$¢ zwykle zaczynamy od identyfikacji przedmiotéw (obiektow), rodzajow
obiektéw (pojec), ich cech (atrybutéw) i zwiagzkéw miedzy nimi. Tak postepuje sie np. w projektowaniu rela-
cyjnych baz danych (jak Access, Oracle, MySQL itp.). Kazda baza danych jest modelem pewnej rzeczywistosci,
a wyniki zapytan kierowanych do baz danych — uzyskanymi informacjami, prawdziwymi w tej rzeczywistosci.
Podobnie postepuje sie w wielu innych obszarach informatyki, w tym chocby w projektowaniu obiektowym,
niestychanie waznym we wspétczesnych systemach.

Zat6zmy teraz, ze zidentyfikowaliSmy dwa rodzaje owocéw: cytryny i figi. W zalezno$ci od potrzeb wyni-
kajacych z rozwigzywanego zadania mozemy okreslac ich atrybuty, jak rodzaj, kolor, smak itp. Powstaje w ten
sposéb pewna baza danych, zilustrowana w tabeli 1 (oczywiscie rézne rodzaje obiektéw moga miec rézne atry-
buty, co prowadzi do wielu tabel — na przyktad, gdyby wsrdd obiektéw wystepowali ludzie, atrybut smak mogtby
mie€ w ich przypadku mato sensu).
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Tabela 1.
Przyktadowe obiekty i ich atrybuty

atrybuty
obiekt rodzaj smak kolor
ol cytryna kwasny zotty
02 figa stodki brgzowy
03 cytryna kwasny zielony

Tabele 1 mozemy przeksztatci¢ w tabele 2, w ktérej atrybutami staja sie warto$ci rodzaju, smaku, koloru, zas
wartosciami 0i 1, gdzie 0 oznacza fatsz, zas 1 — prawde:

Tabela 2.
Obiekty i ich atrybuty jako wartosci

atrybuty

obiekt | cytryna figa kwasny | stodki zZ0tty | brgzowy | zielony

ol 1 0 1 0 1 0 0
02 0 1 0 1 0 1 0
03 1 0 1 0 0 0 1

Zapytanie cytryna AND Zotty wybierze w wyniku obiekt 01, gdyz tylko on jest jednoczesnie cytryng i jest zot-
ty. Zapytanie cytryna OR zétty wybierze obiekty 01, 03, bowiem wybieramy bedace cytryng lub majace kolor
zotty. Natomiast zapytanie —cytryna wybierze obiekt 02, bowiem symbol ‘—‘ 0znacza negacje (zaprzeczenie).

Mozemy tez okresli¢ zwigzki miedzy zidentyfikowanymi pojeciami, np:

jesli dany obiekt jest cytryng, to jest kwasny i nie jest figg
jesli dany obiekt jest zotty, to jest cytryng
jesli dany obiekt jest figg, to nie jest cytryng

Znéw mamy do czynienia z pewnymi wyrazeniami typu ,jesli ..., to ...”, stosowanymi we wnioskowaniu
o0 rzeczywistosci ztozonej z cytryn i fig. Dodatkowo takie zwigzki czesto mogg stuzy¢ do uproszczenia
tabeli. Na przyktad, majac powyzsze zalezno$ci mozna opuscic¢ kolumne figa, gdyz jest ona zdefiniowana
jako —cytryna (dlaczego?), a wiec wystepujace w niej wartoSci mozna obliczy¢ na podstawie wartosci
z kolumny cytryna.

Badaniem metod wnioskowania zajmuje sie logika (od greckiego stowa logos, oznaczajgcego ro-
zum, stowo, mysl). Z jednej strony analizuje sie w niej poprawnos¢ wnioskowan, a z drugiej strony — do-
starcza metod i algorytméw wnioskowania. Korzenie logiki siegaja starozytnej Grecji, ale tez Chin czy
Indii. Odgrywata istotng role w Sredniowieczu, burzliwy jej rozwdéj datuje sie od konca XIX wieku. George
Boole, Charles Sanders Peirce, John Venn, potem Bertrand Russell czy Gottlob Frege sa wybitnymi logi-
kami z tego okresu. Pojecie obliczalnosci jest tez Scisle zwigzane z badaniami logicznymi dotyczacymi
rozstrzygalnosci teorii matematycznych, czyli szukania metod algorytmicznych dla automatycznego znaj-
dowania dowodéw twierdzef tych teorii. Wybitnymi przedstawicielami tego kierunku sa: Richard Dede-
kind, Giuseppe Peano, David Hilbert, Arend Heyting, Ernst Zermelo, John von Neumann, Kurt Gédel czy
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Alfred Tarski. Pierwsze matematyczne modele maszyn matematycznych zawdzieczamy kontynuacji prac
tych logikéw, prowadzonych przez Emile’a Posta, Alonza Churcha (prekursorzy jezykdw funkcyjnych), jak
rowniez Stephena C. Kleenego, Alana M. Turinga czy Claude’a E. Shannona (prekursorzy jezykéw impera-
tywnych).

WYSZUKIWANIE | WNIOSKOWANIE

Mozna napisaé, ze logika jest we wnioskowaniu wszechobecna, gdyz fatsz, prawda, wnioskowanie, model,
pojecie, zwigzek (relacja), reguta czy spojniki (AND, OR, —) sg podstawowymi konceptami rozwazanymi w lo-
gice. Zaczelismy od baz danych i wyszukiwania obiektéw majacych interesujgce nas wtasciwosci. Przejdzmy
teraz do wyszukiwarek internetowych. Internet jest ogromng baza danych. Zasadnicza réznicg w poréwnaniu
z tradycyjnymi bazami danych, zorganizowanymi w bardzo uporzadkowany sposéb, jest w Internecie ogrom-
na réznorodnosé zasobow i brak ich jednolitej struktury.

Zat6zmy, ze interesujacymi nas obiektami z Internetu sg strony WWW. Wpisujgc w okienko wyszukiwar-
ki Google zestaw stéw, pytamy o te strony, na ktérych wystepujg wszystkie wypisane stowa kluczowe. Jest
to tzw. wyszukiwanie AND. W jezyku polskim ,,and” znaczy ,,i”. W logice taki spéjnik nazywamy koniunkcja
i czesto w literaturze oznaczamy symbolem A.

Aby koniunkcja p AND g byta prawdziwa, prawdziwe musza by¢ oba zdania sktadowe: zdanie p i zda-
nie g. Jesli np. wpiszemy dwa stowa: logika informatyka, to z punktu widzenia wyszukiwarki Google ozna-
cza to wpisanie wyrazenia logika AND informatyka, czyli wyszukanie stron (naszych obiektdw), na ktérych
wystepuje stowo logika i stowo informatyka. Tak naprawde nie zawsze pojawia sie oba stowa, co odbiega
od logicznego rozumienia koniunkcji. Aby mie¢ ,,prawdziwa” koniunkcje powinnismy wpisa¢ wyrazenie
+ logika + informatyka (operator + umieszczony przed danym stowem oznacza, ze musi ono wystgpic na
wyszukanej stronie).

Co jeszcze pojawia sie w Google? Tworcy tej wyszukiwarki oferujg tez wyszukiwanie OR. W jezyku pol-
skim ,,or” to ,lub”, czyli logiczny spojnik alternatywy, w literaturze czesto oznaczany symbolem v. Aby al-
ternatywa p OR g byta prawdziwa, prawdziwe musi byé co najmniej jedno ze zdah sktadowych: zdanie p lub
zdanie g (lub oba te zdania). Na przyktad wpisanie w Google wyrazenia logika OR informatyka spowoduje wy-
szukanie stron na ktérych wystepuje stowo logika lub stowo informatyka lub oba te stowa. Spéjnik OR wigze
silniej niz spojnik AND®. Oznacza to, ze wyrazenie

lekcja informatyka OR logika
Google rozumie jako

lekcja AND (informatyka OR logika)

a nie jako (lekcja AND informatyka) OR logika. Wyszukane zostang wiec strony, na ktérych pojawia sie stowo
lekcja oraz co najmniej jedno ze stéw informatyka lub logika.

| mamy jeszcze operator negacji —, ktéry umieszczony przed stowem oznacza, ze nie moze ono wy-
stapi¢ na wyszukanej stronie. W logice spdjnik ,,nie” nazywamy negacja i oznaczamy czesto symbolem
— (@w Google symbolem -). Negacja —p jest prawdziwa, gdy zdanie p nie jest prawdziwe. Na przyktad wpisa-
nie do wyszukiwarki wyrazenia — logika spowoduje wyszukanie tych stron WWW, na ktérych nie wystepuje
stowo logika. Czyli Google postuguje sie logika, interpretujac wyrazenia logiczne i wyszukujgc zgodnie z nimi
interesujace nas zasoby.

> Ta konwencja jest charakterystyczna dla Google. Tradycyjnie koniunkcja wigze silniej niz alternatywa.



64> Informatyka + — Wszechnica Popotudniowa

Ta logika to uproszczona wersja klasycznego rachunku zdaf, zajmujacego sie w swoim podstawowym
wariancie spéjnikami logicznymi negacji, alternatywy, koniunkcji oraz implikacji i rownowaznosci. Implikacja
to wyrazenie postaci ,,jesli p to g”, zas rownowazno$¢ to wyrazenie postaci ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy q”.
O tym doktadniej ponizej.

Zadania
. Przettumacz na jezyk logiki zdanie okreSlajace zbiér obiektéw czerwonych i zielonych, ale takich, ktére nie
sg stodkie.

Przyktadowe rozwigzanie: czerwony AND zielony AND -stodki.
Wpisz powyzsze wyrazenie do przegladarki Google i pordwnaj je z wynikami wyszukiwania dla wyrazenia
+czerwony AND +zielony AND -stodki. Zauwaz duza réznice w liczbie wyszukanych stron. Zinterpretuj te r6z-
nice.
. Napisz wyrazenie wyszukujace w Google strony WWW o restauracjach lub barach na Mazurach, ale nie
zawierajgcych stowa Rzym.

Przyktadowe rozwigzanie: +Mazury -Rzym restauracja OR bar.

Jakie moga by¢ inne rozwigzania?

| do samodzielnego rozwigzania:

. Przettumacz na jezyk logiki zdanie okreSlajace jeden z dni roboczych w tygodniu. Jakie wyrazenie okresli
wszystkie dni robocze?

. Napisz wyrazenie wyszukujgce w Google strony o prowadzonych kierunkach studiéw z informatyki lub bio-
logii, ale nie z matematyki i nie z filologii klasycznej.

KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN

Klasyczny rachunek zdaf zajmuje sie badaniem prawdziwosci zdaf ztozonych na podstawie zdaf sktado-
wych i w konsekwencji — badaniem poprawnosci wnioskowania.

Aby wprowadzi¢ rachunek zdafh wprowadza sie zmienne zdaniowe reprezentujgce wartosci logiczne
prawda, fatsz, a zarazem zbiory obiektéw majacych cechy opisywane tymi zmiennymi (w tym ujeciu zmien-
ne zdaniowe odpowiadaja cechom, czyli atrybutom obiektéw). Bardziej ztozone wyrazenia (zwane formu-
tami) uzyskujemy stosujac spéjniki logiczne negacji, koniunkcji, alternatywy, implikacji i rownowaznosci.
Czasem wprowadza sie tez inne spdjniki. Tak naprawde wszystkie mozliwe spdjniki mozna zdefiniowac przy
pomocy np. negacji i koniunkcji, jednak przyjety przez nas zestaw sp6jnikéw, cho¢ z tego punktu widzenia
nadmiarowy, jest z jednej strony prosty i naturalny, a z drugiej wystarczajgcy w wielu typowych zastosowa-
niach.

Znaczenie (semantyke) spdjnikéw logicznych podaje sie czesto przy pomocy tablic logicznych, w kt6-
rych w kolumnach podaje sie wartosci poszczeg6lnych wyrazef. Przyjmujemy, ze wartoSciami tymi moga by¢
jedynie 0, 1; 0 — to fatsz, a 1 — to prawda, patrz tabele 3i 4.

Tabela 3.

Tablica dla negacji:
p —p
0 1
1 0
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Tabela 4.
Tablica dla koniunkcji, alternatywy, implikacji i rownowaznosci

koniunkcja | alternatywa | implikacja | rownowaznosé
p q p AND g pORgq p=q peq
0 0 0 0 1 1
0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Na tej podstawie mamy bardzo skuteczny mechanizm sprawdzania poprawnosci wnioskowania dla formut
zniewielka liczbg zmiennych zdaniowych. Mianowicie konstruujemy tablice logiczne, w ktérych w pierwszych
kolumnach sa zmienne zdaniowe, za$ w kolejnych — wyrazenia wystepujace w badanej formule utozone w ten
sposéb, by warto$¢ danego wyrazenia mozna byto policzyé na podstawie wczesniej wystepujgcych wyrazen.
Wiersze w tabeli wypetnia sie najpierw wszystkimi mozliwymi uktadami wartosci logicznych, a nastepnie
wylicza wartosci wyrazei w kolejnych kolumnach.

Formuta nazywa sie tautologia, jesli przyjmuje warto$¢ 1 (prawda) niezaleznie od wartosci wchodzacych
w jej sktad zmiennych zdaniowych. Jest ona spetnialna, gdy przyjmuje wartos¢ 1 co najmniej dla jednej kombinacji
wartoSci zmiennych zdaniowych. Jesli zawsze przyjmuje warto$¢ O (fatsz), jest nazywana kontrtautologia.

Dla przyktadu sprawdZmy jakie wartosci przyjmuje formuta —(p OR g) = —p (tab. 5).

Tabela 5.
Tablica logiczna dla przyktadowej formuty

p q pORg —(p ORq) —p —(pORg) = —p
0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 1

Badana formuta jest zawsze prawdziwa, jest wiec tautologig (kazda tautologia jest rowniez spetnialna). For-
muty wystepujgce we wczesdniejszych kolumnach sg spetnialne, ale nie sg tautologiami.

SprawdZzmy jeszcze zasade dowodzenia przez doprowadzanie do sprzeczno$ci. Zostata ona odkryta
juz przed niemal 2,5 tysigcami lat (przypisuje sie jg Zenonowi z Elei). Jednak jest wazna wspdtczesnie. Stosuje
sie jg w matematyce, ale tez odgrywa zasadniczg role we wnioskowaniu z baz danych wiedzy. Bedziemy z niej
korzystaé przy omawianiu metody rezolucji, najpopularniejszej wspétczesnej metody automatycznego wnio-
skowania. Zasada ta méwi, ze w celu wykazania implikacji p = g, zaprzeczamy g i wykazujemy, ze prowadzi
to do fatszu. Innymi stowy, chcemy wykazac formute:

(p=9) = (pAND —q) = 0).

Konstruujemy tablice logiczng jak w tabeli 6.
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Tabela 6.
Tablica logiczna dla formuty uzasadniajgcej zasade dowodzenia przez sprzeczno$é

p | a | pP=qg|—-qg|pAND—g | (pAND—q) =0 ((pi\pN?jL;ZO)
0] o0 1 1 0 1 1
0] 1 1 0 0 1 1
1] 0 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1

Badana formuta jest wiec rzeczywiscie tautologia.

W Internecie mozna znalez¢ wiele appletéw konstruujacych tablice logiczne dla zadanych formut. Przyktado-
wy applet mozna znaleZ¢ pod adresem:
http://highered.mcgraw-hill.com/sites/0072880082/student_viewO/chapterl/interactive_demonstration
applet__truth_tables_.html.

Zadania (do samodzielnego rozwigzania)

. Zbuduj tablice logiczne dla ponizszych formut i stwierdz, ktére z nich sa tautologiami:

a.(p=q) =(pORq

b. —(p OR g) & (—p AND —q).

. Zapisz prawe strony rownowaznoSsci tak, by byty one tautologiami i sprawdz rozwigzanie uzywajac tablic
logicznych:

a.—(pAND @) &..........

b.-(p=9g) &

Dlaczego metoda tablic logicznych nie jest dobra dla wiekszych zadan?

W praktycznych zastosowaniach czesto trzeba sprawdzac spetnialnosé¢ formut zawierajgcych duzg liczbe
zmiennych. Potrafi ona dochodzi¢ do tysiecy. Zat6zmy, ze mamy formute majacg 100 zmiennych. Tabela lo-
giczna bedzie wiec miata 2'°° wierszy (dlaczego?). Ile czasu spedzitby na obliczeniach bardzo szybki kompu-
ter, wykonujacy powiedzmy 234 operacji na sekunde (to wiecej niz 10 operacji na sekunde)? Aby wygenero-
wac 2% wierszy potrzebujemy wiecej niz 219°/23* (= 2%¢) sekund, czyli wiecej niz 2°¢/60 minut. To wiecej niz
266/26 (= 2%°) minut i wiecej niz 26°/2¢ (= 2°4) godzin i wiecej niz 2°4/2° (= 2*°) d6b. To z kolei wiecej niz 2*° lat
(czyli wiecej niz 10? lat!). Wiek wszech$wiata szacuje sie na 13-14 miliardéw lat (czyli nie wiecej niz 14"10°
lat).

DIAGRAMY VENNA

Diagramy Venna ilustrujg zaleznosci pomiedzy zbiorami obiektéw. Poniewaz na zmienne logiczne mozemy
patrze¢ jako na cechy obiektéw, mozemy tez im przypisaé zbiory obiektéw majacych te cechy. Diagramy
Venna moga ilustrowac zbiory obiektéw i postugujac sie nimi mozna znajdowac zaleznoSci miedzy rozwa-
zanymi pojeciami. Zbiory na tych diagramach reprezentujemy przy pomocy két: z kazda rozwazang zmien-
na zdaniowg zwigzujemy koto. Jesli nie mamy zadnych dodatkowych zatozeh, umieszczamy kota w ten spo-
s6b, by wydzielity wszystkie mozliwe zaleznosci (obszary) na danej ptaszczyznie. Obszary te oznaczamy
kolejnymi literami lub liczbami. Zbiér wszystkich obiektéw jest reprezentowany przez prostokat otaczajacy
wszystkie kota.
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Diagram dla trzech zmiennych zdaniowych p, g, r jest przedstawiony na rysunku 1. Na tym diagramie:
zbi6r obszarédw przypisanych zmiennej p to {b, c, e, f}
zbiér obszaréw przypisanych zmiennej g to {c, d, f, g}
zhibr obszaréw przypisanych zmiennej r to {e, f, g, h}.

r

Rysunek 1.
Diagram Venna dla trzech zbioréw

Zauwazmy, ze obszar oznaczony przez a reprezentuje wszystkie obiekty lezace poza kotami reprezentujgcymi
p,qorazt.

Spéjniki negacji, alternatywy i koniunkcji na diagramach Venna interpretujemy nastepujaco:

negacja formuty jest reprezentowana przez zbiér wszystkich obszaréw niebedacych obszarami
reprezentujagcymi dang formute; na przyktad —p reprezentujemy przez zbiér tych obszaréw, ktére lezg poza
p, czyli wykluczamy obszary b, ¢, e, f, otrzymujac {a, d, g, h}

alternatywa dwoch formut jest reprezentowana przez zbiér obszaréw reprezentujacych pierwsza lub druga
formute; na przyktad p OR r reprezentujemy przez zbiér obszaréw {b, c, e, f, g, h}

koniunkcja dwoch formut jest reprezentowana przez zbiér obszardw wspdlnych dla pierwszej i drugiej
formuty; na przyktad p AND g reprezentujemy przez zbi6r obszaréw {c, f}.

Spéjnik implikacji odzwierciedla zawieranie sie zbioréw: p = g oznacza, ze zbiér obiektéw reprezentujacych
p zawiera sie w zbiorze obiektéw reprezentujacych g.

Spéjnik ro(wnowaznosci odzwierciedla rownos¢ zbiordw: p < g oznacza, ze zbiér obiektéw reprezentu-
jacych p jest taki sam, jak zbi6r obiektéw reprezentujacych g.

W jaki sposob wnioskujemy stosujac diagramy Venna
Diagramy Venna moga byé wykorzystane do znajdowania zaleznoSci miedzy formutami.

Jako pierwszy przyktad rozwazmy formute (p AND g) = p. Uzyjmy poprzedniego diagramu (oczywiscie
koto reprezentujace r moglibySmy pomingé, gdyz r nie wystepuje w naszej formule). Juz zauwazylismy, ze
p AND g reprezentujemy przez zbiér obszaréw {c, f} oraz p reprezentujemy przez {b, c, e, f}. Oczywiscie zbiér
{c, f} zawiera sie w zbiorze {b, c, e, f}, a wiec badana implikacja jest prawdziwa.

Jako drugi przyktad rozwazmy formute ((p AND g) ORr) < ((p ORr) AND (g OR r)):

m formuta p AND g jest reprezentowana przez zbiér {c, f}
m formuta rjest reprezentowana przez zbiér {e, f, g, h}
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formuta ((p AND g) OR rjest wiec reprezentowana przez zbiér {c, e, f, g, h}

formuta (p ORr) jest reprezentowana przez zbiér {b, c, e, f, g, h}

formuta (g OR 1) jest reprezentowana przez zbiér{c, d, e, f, g, h}

formuta ((p OR r) AND (g OR 1)) jest wiec reprezentowana przez zbiér {c, e, f, g, h},

zatem zbiory reprezentujace lewa i prawg strone réwnowaznosci sg identyczne, co oznacza, ze rownowaz-
nosc¢ ta jest prawdziwa.

Zadania (do samodzielnego rozwigzania)

. Zbuduj diagramy Venna dla ponizszych formut i stwierdZ, ktére z nich sa tautologiami:

b. —(p AND @) & (—p OR —q).

. Zapisz prawe strony rownowaznosci tak, by byty one tautologiami i sprawdZ rozwigzanie uzywajac tablic

logicznych:
a. —|(p OR —|q) = T
b. =(p AND —q) &...........

Przyktad

Rozwazmy sytuacje, w ktorej:

robot wybiera obiekt duzy lub maty: p OR g

robot nie moze wybra¢ jednocze$nie obiektu duzego lub matego: —(p AND q)

jesli podtoze jest Sliskie, to nie wybiera duzych obiektéw: r = —p, czyli —r OR —p (dlaczego?)
jesli podtoze nie jest Sliskie, to wybiera mate obiekty: —r= g, czylir OR g.

Czy koniunkcja powyzszych formut implikuje, ze zostanie wybrany maty obiekt? Innymi stowy, pytamy, czy
prawdziwa jest formuta:

((p OR @) AND —(p AND g) AND (—r OR —p) AND (r OR g@)) =gq.

Znbw korzystamy z wczeéniejszego diagramu:

formuta p OR g jest reprezentowana przez {b, c, e, f, g}

formuta p AND g jest reprezentowana przez {c, f}, a wiec formuta—(p AND q) jest reprezentowana przez
{a,b,d, e, g, h}

formuta—r jest reprezentowana przez {a, b, c, d}

formuta—p jest reprezentowana przez {a, d, g, h}, a wiec formuta (—r OR—p) jest reprezentowana przez
{a,b,c,d, g, h}

formuta (r OR g) jest reprezentowana przez {c, d, e, f, g, h}

koniunkcja wystepujaca z lewej strony implikacji jest wiec reprezentowana przez czes¢ wspélna zbioréw
{b,c,e,f,g}{a,b,d, e, g h}{a,b,c,d,g, h}

{c,d, e, f, g h}, czyli przez {g}

formuta g jest reprezentowana przez zbiér {c, d, f, g}, w ktérym {g} sie zawiera, a wiec odpowiedzZ na pytanie
o prawdziwos¢ badanej implikacji jest twierdzaca.

Metoda diagram6w Venna jest bardzo atrakcyjna ze wzgledu na tatwo$¢ wizualnego odkrywania stosunkowo
ztozonych praw logicznych. Doczekata sie wielu badaf i uogélnief. Wiecej na jej temat mozna znalez¢ np. na
bardzo interesujgcej stronie: http://www.combinatorics.org/Surveys/ds5/VennEJC.html, na ktérej przedsta-
wiono m.in., jak mozna konstruowac diagramy Venna dla wiecej niz trzech zbioréw, czyli w taki sposéb, aby
diagram jednego zbioru miat cze$¢ wsp6lng z diagramem kazdego innego zbioru.
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5 AUTOMATYCZNE WNIOSKOWANIE

Now s wN e

Dotychczas omawialiSmy metody wnioskowania skuteczne w niewielkich przyktadach. Rzeczywiste systemy
obstugujace klasyczny rachunek zdan, nazywane SAT Solvers (SAT pochodzi od angielskiego satisfiability,
czyli spetnialnosc), potrafia sobie radzic¢ z bardzo duzymi formutami wystepujacymi w niematym obszarze za-
stosowah (z formutami majgcymi kilkaset, czasem nawet tysigce zmiennych). Ich sita polega na stosowaniu
duzej liczby algorytméw skutecznych dla wybranych rodzajéw formut. Ponizej przedstawimy jeden z takich
algorytméw, bardzo skuteczny i powszechnie stosowany w informatyce i sztucznej inteligencji, zwany metoda
rezolucji. Metoda rezolucji dziata na koniunkcjach klauzul, przy czym klauzula jest alternatywa zmiennych
zdaniowych lub ich negacji. Na przyktad klauzulg jest:
p OR—gOR—-rORs
zas nie jest: p OR——q (dlaczego?) ani tez p AND—r (dlaczego?).

UWAGA: pusta klauzula (niemajgca zadnych wyrazen) jest rownowazna fatszowi (czyli 0).

Dlaczego klauzule s3 wazne
Wiedza w systemach sztucznej inteligencji, w tym w bazach wiedzy, systemach eksperckich itd., zwykle ma
postac klauzulowa. Mianowicie implikacja w postaci:
(p1 AND p, AND ... AND py ) = (r; ORr, OR ... OR 1)
jest rownowazna klauzuli (dlaczego?):
—p1 OR—p, OR ...OR—p ORr{ ORr, OR...OR ry,.

Implikacje wspomnianej postaci odzwierciedlaja reguty, jakimi postugujemy sie codziennie, np.:
gorgczka AND kaszel = przeziebienie OR grypa
deszcz AND bezwietrznie = parasol OR kurtka_z_kapturem
deszcz AND wiatr = samochéd

Przeksztatcanie formut do postaci klauzulowej
Aby przeksztatcié¢ formuty do postaci klauzulowej zamieniamy wystepujgce w niej podformuty zgodnie z re-
gutami podanymi ponizej az do momentu uzyskania koniunkc;ji klauzul.
Reguty (jako zadanie przekonaj sie, stosujgc metode tablic logicznych, ze formuta zastepowana jest
zawsze rownowazna formule zastepujacej):
zastap (A< B) przez (=A OR B) AND (A OR—B)
zastap (A= B) przez (A ORB)
zastgp——A przez A
zastgp—(A AND B) przez (—A OR—B)
zastap—(A OR B) przez (~A AND—B)
zastap AOR (B AND C) przez (A ORB) AND (AOR ()
zastap (B AND C) ORA przez (A OR B) AND (A OR Q).

Zaktadamy, ze usuwane sg tez zbedne nawiasy, np. ((A)) mozna zastgpic przez (A), zas (A OR B) OR C — przez
A ORB OR Coraz powtérzenia wyrazen, np. (A OR A OR B) mozna zastgpic przez rownowazna formute (A OR B).
Na przyktad rozwazmy formute: (—(p AND—g) OR (p=1)) OR (r<—s). Jej sprowadzenie do postaci klauzulo-
wej moze sktadac sie z krokdw:

((p OR——q) OR (p=>r)) OR (r=—s)

((p OR——qg) OR(—p OR 1)) OR (re—s)

(—p OR——g OR—p OR ) OR (r &—s)

(~p ORgOR—p ORYr) OR (r —s)

(~p OR g OR—p OR r) OR ((—r OR—s) AND (r OR——s))
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(—~p OR g OR—p ORr) OR ((—r OR—s) AND (r OR s))

(—~p OR g OR ) OR ((—r OR—s) AND (r OR s))

(—p OR g OR r OR—r OR—s) AND (—p ORgORrORrORs)
(—p OR g OR r OR—r OR—s) AND (—p OR g ORr OR s).
Powyzszg formute mozna z tatwoscig uproscic (jak?).

Zadania (do samodzielnego rozwigzania)

. Przeksztat¢ do postaci klauzulowej formuty:

a. (p AND g) & —(—p OR—q)
b. —(p AND @) & (—p OR—q).

. Zastap uzyskane klauzule rownowaznymi im implikacjami postaci rozwazanej w podrozdziale ,,Dlaczego

klauzule sg wazne”.

Metoda rezolucji
Metoda rezolucji wykorzystuje zasade dowodzenia przez doprowadzanie do sprzeczno$ci. Jest ona naw swo-
jejistocie oparta na przechodnio$ci implikacji, czyli na regule méwiacej, ze z (o= q) oraz (g=>r) mamy prawo
wnioskowacé (p=>r). Sformutowanie tej reguty w postaci klauzulowej jest nastepujace:

(—p OR g) AND (—g OR r)= (—p OR ).

Uogé6lniajac, na dowolne klauzule uzyskamy regute rezolucji méwiacej, ze z klauzul:
—p1 OR—p, OR...OR—p, ORr{ ORr, OR...OR 1y,
p1 OR—g4 OR ...OR—g, ORs; ORs, OR...OR s,
uzyskujemy klauzule:
—p, OR...OR—p, ORr{ ORr, OR...ORr,;; OR—g4 OR...OR—g, ORs; ORs, OR...OR 5,

czyli usuwamy jedng ze zmiennych wystepujaca w pierwszej klauzuli wraz z jej negacjg wystepujaca w drugiej
klauzuli. Dla wygody zapisaliSmy je jako pierwsze, ale miejsce wystapienia w klauzulach nie ma znaczenia
- wazne jest tylko, by wystapity one w dwdch klauzulach.

Jak wspomnielismy, metoda rezolucji to zasada wnioskowania przez doprowadzanie do sprzecznosci.
Oznacza to, ze najpierw negujemy sprawdzana formute, a nastepnie staramy sie z tej negacji uzyskac fatsz,
a wiec klauzule pusta. Jesli sie to uda, poczatkowa formuta jest tautologia. Jesli pustej klauzuli nie da sie
w zaden sposéb uzyskaé, formuta tautologia nie jest.

Waznym przyktadem jest wykazywanie, Zze pewna formuta wynika z bazy danych wiedzy, w ktérej wie-
dza jest reprezentowana jako zbiér klauzul. Chcemy sprawdzi¢ czy D= g, gdzie D jest bazg wiedzy, a g jest
formutg wykazywang przy zatozeniu, ze wiedza zawarta w D odzwierciedla interesujgcg nas rzeczywistosé.
W metodzie rezolucji zaprzeczamy implikacji (D = q). Zaprzeczenie to jest rownowazne formule (D AND —q).
Czyli—g doktadamy do bazy wiedzy D (przeksztatcajgc—q do postaci klauzulowej) i staramy sie wyprowadzic
klauzule pusta. Baza D nie zmienia sie! Z wydajnoSciowego punktu widzenia jest to bardzo wazne, bo zwykle
taka baza danych jest duza, podczas gdy badane wnioski zwykle stosunkowo mate, gdyz reprezentujg one
typowe zapytania uzytkownikéw. Zwykle zapytania majg bardzo niewielkie rozmiary w poréwnaniu z rozmia-
rem bazy danych.

Dla przyktadu wykazmy, ze z koniunkcji klauzul (p = g) AND (—p = g) mozna wywnioskowac g. Jest
to formalizacja wnioskowania przez przypadki, bo spetniony jest warunek p albo warunek—p. Bez wzgledu
na to, ktory z nich jest spetniony, konsekwencja jest g. W zyciu czesto stosujemy takie wnioskowanie. Na
przyktad, gdy chcemy zabezpieczy¢ sie przed zmoknieciem, bierzemy parasol. W tej sytuacji stosujemy
wnioskowanie:

(—deszcz =—zmokne) AND (deszcz = —zmokne),

a wiec wnioskuje, ze nie zmokne bez wzgledu na to, czy bedzie deszcz, czy nie.
Zasade wnioskowania przez przypadki mozna zapisaé w postaci klauzulowej jako:
(—p OR g) — pierwsze zatozenie w postaci klauzulowej
(p OR q) — drugie zatozenie w postaci klauzulowej
—(q — zaprzeczona konkluzja.
Stosujac regute rezolucji do dwdch pierwszych klauzul uzyskujemy klauzule (g OR g), usuwamy zbedne po-

wtérzenie g, uzyskujemy wiec klauzule zawierajgca jedynie g. Teraz z tej klauzuli oraz z—qg uzyskujemy klau-
zule pusta. Graficznie to wnioskowanie mozna przedstawic jak na rysunku 2.

—p ORg

pORg 0

—q

Rysunek 2.

Graficzna reprezentacja wnioskowania rezolucyjnego

Zadania (do samodzielnego rozwigzania)

. Korzystajac z metody rezolucji wykaz, ze:

a. ((p OR g) AND r)=>((p AND r) OR (g AND 1))
b. ((p AND g) OR )= ((p OR r) AND (g OR r)).

Przyktad

Zat6zmy, ze mamy nastepujaca baze wiedzy:

Pudetka sg mate lub Srednie (m OR s).

Kazde pudetko jest czerwone, zielone lub niebieskie (c ORz OR n).

Mate pudetka sg czerwone lub niebieskie (m = (c OR n)).

Srednie pudetka s3 zielone lub niebieskie (s = (z OR n)).

Do przewozu robot wybiera czerwone pudetka (p= ).

Do aktywno$ci innych niz przew6z robot nie wybiera pudetek niebieskich ani zielonych (—p = (—n AND —2)).

Jakie pudetko wybierze robot? Mamy baze wiedzy zawierajgcg klauzule (dlaczego?):
(mORs), (cORzORN), (=m ORcORn), (=s ORzORn), (=p OR ¢), (p OR—N), (p OR—2).

Przyktadowe rozumowanie rezolucyjne wykorzystujgce te klauzule jest przedstawione na rysunku 3. Z tego
rozumowania widzimy, ze uzupetnienie bazy wiedzy o klauzule —c datoby natychmiastowy wywaéd klauzuli
pustej, mamy juz bowiem wyprowadzona klauzule zawierajaca jedynie c. Stad wnioskujemy, ze z naszej bazy
wiedzy wynika ¢ (w metodzie rezolucji taka konkluzja — po zaprzeczeniu - trafia do bazy wiedzy).

Zauwazmy, ze dowdd rezolucyjny jest tu naprawde bardzo krétki. Dla poréwnania — korzystanie z tablic
logicznych wymagatoby skonstruowania 2¢ = 64 wierszy, mamy bowiem 6 r6znych zmiennych.
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mORs
cORzORnN
—m ORcORn

—sORzOR~n CORz

—p OR ¢
cOR—n

p OR —n
cOR —z

p OR —z

Rysunek 3.
Przyktadowe wnioskowanie rezolucyjne

Przyktad

Zatézmy, ze nasza baza danych zawiera formuty:

K twierdzi, ze Jan pracuje w soboty (p).

K twierdzi takze, ze w soboty Jan czyta ksigzki i nie oglada telewizji (k AND —t).
P twierdzi, ze gdy Jan nie pracuje, nie oglada réwniez telewizji (—p=—t).

P twierdzi takze, ze w soboty Jan czyta ksigzki, oglada telewizje lub gotuje
(kORtORg).

Wiedzac, ze K zawsze ktamie, a P zawsze méwi prawde, odgadnijmy, co Jan robi w soboty i wykazmy to stosu-
jac metode rezolucji. Skoro K ktamie, a P méwi prawde, mamy baze danych klauzul (dlaczego?):

Wnioskowanie metoda rezolucji jest przedstawione na rysunku 4.

—p
—k
—kOR't
p OR —t
kORg
kORtORg
Rysunek 4.

Whnioskowanie rezolucyjne dla przyktadu o ktamcy i prawdoméwnym

Z powyzszego wywodu uzyskaliSmy jako wniosek g, czyli fakt, Ze w soboty Jan gotuje. Formalne wykazanie
polegatoby na dodaniu zaprzeczonej konkluzji (czyli—g) do zbioru klauzul i wyprowadzeniu klauzuli pustej,
co w obecnosci klauzuli zawierajacej jedynie g jest natychmiastowe.

| znéw wnioskowanie rezolucyjne jest krotkie. Oczywiscie robot, stosujac regute ,,na slepo”, moze bta-
dzi¢ zanim znajdzie rozwigzanie. Jednak nadal proces dowodzenia jest tu bardzo wydajny. Warto jednak pod-

kresli¢, ze w pesymistycznym przypadku wymaga on 2" krokdw, gdzie n jest liczbg zmiennych wystepujacych
w formule. Nie jest znany zaden algorytm dziatajacy efektywnie dla kazdej formuty wejsciowej.

| CO DALE)?

W wyktadzie pojawita sie jedna logika — klasyczny rachunek zdaf. Trudno przecenié jego role i zakres za-
stosowan. Wielu naukowcédw poSwieca catg swojg aktywnos$¢ badawczg np. na poszukiwanie efektywnych
systeméw wnioskowania dla wybranych rodzajéw formut, pojawiajacych sie w danych zastosowaniach w wy-
niku modelowania lub ttumaczenia tatwiejszych w uzyciu formalizméw. W koficu jeden z kilku probleméw mi-
lenijnych, za rozwigzanie ktérego czeka nagroda w wysokosci miliona USD, dotyczy wykazania istnienia lub
nieistnienia efektywnego algorytmu badania, czy dana formuta klasycznego rachunku zdaf jest spetnialna.
Niemniej jednak z punktu widzenia wielu waznych zastosowah jest to bardzo prosty formalizm i — jako taki
— nie jest w stanie dobrze modelowac ztozonej rzeczywistosci systemow informatycznych, jezyka naturalne-
go, reprezentacji wiedzy czy wnioskowania o Swiecie rzeczywistym.

W minionych czterdziestu latach w informatyce prowadzono bardzo intensywne badania nad logikami,
np. modelujgcymi wnioskowanie cztowieka lepiej niz klasyczny rachunek zdah (znanymi w sztucznej inteli-
gencji jako wnioskowanie zdroworozsadkowe lub niemonotoniczne). Dziedzina ta nadal intensywnie sie roz-
wija, bowiem szuka sie coraz lepszych metod modelujacych inteligentne zachowania w systemach autono-
micznych, jak bezzatogowe helikoptery czy ztozone systemy robotyki.

Ale o tym kiedy indziej, na przyktad na studiach informatycznych...
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ZAEACZNIK

Ponizej przedstawiamy krotki fragment pracy magisterskiej C.E. Shannona z 1940 roku. Uchodzi ona za naj-
lepsza prace magisterska XX wieku i przektada jezyk logiki na obwody, z jakich korzystaja inzynierowie kon-

struujgcy takze wspétczesne komputery [2, s. 11].
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